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摘  要 









代、Gauss-Seidel 迭代、超松弛迭代（SOR）,以及 Zohar 算法、 Akaike
算法和 Bareiss 算法等。本文主要给出了 Toeplitz 系统单参数循环
和反循环的迭代算法和双参数循环和反循环的迭代算法，并且通过数
值实验比较了两者的收敛速度。本文还介绍了块 Toeplitz-Toeplitz
块（BTTB）矩阵方程组分裂算法，类似于 Toeplitz 矩阵，将 BTTB 矩
阵分裂为块循环-循环块（ CC ）、块循环-反循环块（ SC ）、块反循环-









第二章给出 Toeplitz 矩阵的定义及基本结论； 
第三章介绍 Toeplitz 系统循环和反循环(CSCS)分裂算法； 
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Abstract 
Toeplitz matrices and the closely related matrices such as Vondermonde matrix, 
Loewner matrix, Hankel matrix and Centro-Symmetric matrix etc. are the most 
widely used matrices of the special structure. As such matrix in many fields of science 
and technology has a wide range of applications, so research for it is active . 
The word “Toeplitz” was proposed by Otto Toeplitz in the beginning of the 
twentieth century when studying on the Laurent series of two-type structure. Toeplitz 
linear system of  equations in mathematics, scientific computing and engineering 
have a wide range of applications. For example, image storage problems  in image 
processing, algebraic differential equations, control theory and so on. 
Solving Toeplitz linear system of  equations has many algorithms, such as Zohar 
algorithm, Akaike algorithm and Bareiss algorithm,and so on. Then there are basic 
iterative methods to solve Toeplitz linear system.Such as Jacobi’s method,Gauss-Sei- 
del method and Successive overrelaxation.This paper mainly discusses single-parame- 
ter circulation and skew-circulation splitting algorithm and two-parameters’ for 
Toeplitz systems.And this paper compares the speed of two kinds of methods.Then 
this paper introduces splitting algorithm for Block-Toeplitz-Toeplitz-Block(BTTB) 
system.Similar to the Toeplitz matrix,the BTTB matrix A is spiltted a block-circulant- 
circulant-block matrix( CC ),a block-circulant-skew-circulant-block matri( SC ),a 
block-skew-circulant-circulant-block matrix( CS ) and a block-skew-circulant-skew-cir 
culant-block matrix( SS ).This paper discusses four iteration method and two-layered 
iteration method for BTTB systems and the convergence of four iteration method.We 
subtly use the characteristic of BTTB(It is only with the first row, column 
elements ,especially with the first line for positive definite matrix), so it saves the 
computation. At last this paper compares Gauss-Seidel method and SOR method with 
two kinds of methods.Obviously,two kinds of methods are superior to both 
Gauss-Seidel method and SOR method. 
The contents of this paper is as follows. 
The first chapter gives the background of the problem and examine the application 
of the status quo; 
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conclusion; 
The third chapter is devoted to circulation and skew-circulation split algorithm for 
Toeplitz systems; 
The forth chapter introduce block Toeplitz-Toeplitz block matrix of the 
multi-parameter iterative CSCS. 





















求解、 Pdae 逼近和控制理论中的 小实现问题 [5]以及自动控制、数
字信号处理、系统辨识、 小二乘估计结构分析、网络分析、大地测
量、数据分析、 优化问题等。  
往往这些各种各样的科学与工程问题 终都归结为一个系数矩
阵为 Toeplitz 矩阵的线性方程组的求解问题。即 
        =Ax b， 
    其中 n nC ×∈A ，且 , nC∈x b ，                   (1) 
的求解问题. 
对 Toeplitz 系统的求解早前主要集中在直接求法， 基本的直接求
法是 Gauss 消去法。显然 Gauss 消去法是目前求解中小规模线性方程
组（即阶数不要太高，例如不要超过 1000） 常用的方法，对于一
个 n n×  Toeplitz 矩阵只由 2 1n − 个元素决定而不是 2n 个元素决定，因此
我们期望 Toeplitz 系统的求解要比 3( )O n 的运算量要少。现在已经有许
多 Toeplitz 解法，这些解法能够减少到 2( )O n 的运算量，例如[7，10]。 
大概在 1980 年，就有了运算量为 2( log )O n n 快速直接的 Toeplitz 解法。 
近年来研究使用预处理共轭梯度迭代法来解 Toeplitz 系统引起了
大家的关注。其中一个 重要的结论是解大型 Toeplitz 系统可以减少运
算量，在一定条件下，若能找到合适的预处理，快速直接 Toeplitz 解法
的 2( log )O n n 运算量可以减少到 ( log )O n n 。除了能够减少运算量，对于















定的或非 ToeplitzHermitian  矩阵。因此，迭代方法通常用来解决这些
Toeplitz 系统。 
将方程组（1）等价变形为 
= +x Mx f ，                                 （2） 
并建立迭代格式 
( 1) ( ) ( 0,1, 2, ) ,k k k+ = + =x Mx f L                      （3） 
其中 M是 n阶矩阵，称为迭代矩阵， f 是与 A 和 b有关的 n维列向
量，而 (0)x 是任意给定的 n维列向量，称为初始向量。如果向量序列




=x x ，则 ∗x 就是方程组 = +x Mx f 的唯一解，从而
也是方程组（1）的唯一解。 
线性方程组的迭代解法需要有效地分裂系数矩阵 A 。早期的古典
迭代法[11]Jacobi 迭代将系数矩阵 A 分裂为 ( )= − −A D D A ，其中对角
矩阵 11 22( , , , )nndiag a a a=D L 可逆，方程组等价于
1 1(− −= − +x D D A x D b） ，
令 1( )J
−= −M D D A ， 1−=f D b . 
另外 Gauss-Seidel 迭代是在方程组（1）的等价形式（2）中，
分裂 = +M L U，其中 L 为严格下三角矩阵，U 为上三角矩阵，于是（2）
等价于 1 1( ) ( )− −= − + −x I L Ux I L f ，令 1( )GS
−= −M I L U， 1( )GS
−= −f I L f 。还有
广义共轭梯度法[11]和广义 Lanczos法[12],以及 HSS 类算法,将系数





算法。首先 Zohar [27]于 1974 年利用加边线性方程组的解法来求解
Toeplitz 线性方程组（ Zohar 算法），该算法需要 24 2 2n n− − 次乘除运算
和 24 7 3n n− + 次加减运，然而 Levinson 和 Durbin 分别于 1949 年和 1960
年推导出了对称 Toeplitz 矩阵和 Hermite 型 Toeplitz 矩阵类似的算法，只
















Akaike算法，该算法需 24 4n − 次 p 阶方阵乘法运算， 24 6 2n n− + 次 p 阶





n n− + 次乘除法运算，
27 13 3
2 2
n n− + 次加减法运算。但是，Bareiss变换法要求 Toeplitz 矩阵的各
阶 顺 序 主 子 式 均 非 奇 异 并 且 当 T 是 对 称 Toeplitz 矩 阵 或 Hermite型
Toeplitz 矩 阵 时 ， 计 算 过 程 还 可 以 简 化 。 在 文 章 [11] 中 ， 提 出
Gohberg Kailath Koltracht− − 算法，要求 T 的各阶顺序主子式均非奇异。
该方法需要 2(2 1) 1l n l+ − + 次乘除法运算， 2(2 1) (2 2) 1l n l n+ − + + 次加减法
运算。Kumar[30]将 Toeplitz 矩阵先镶嵌成一个大的循环矩阵，并且求
该矩阵的逆矩阵；然后利用循环矩阵逆矩阵的第一行和第一列求原矩
阵的逆矩阵的第一行和第一列； 后求解原 Toeplitz 线性方程组，其总
计算量为 22( log )O n n 。 
本文首先介绍了 Toeplitz 矩阵的单参数的循环与反循环分裂算法，
利用循环矩阵与反循环矩阵的快速 Fourier 变换，很容易的求得
Toeplitz 方程组的解。然后，我们给出 Toeplitz 矩阵新的双参数循环与
反循环算子分裂迭代格式和程序代码，并证明了此格式的收敛性。随
后，我们又考虑了块 Toeplitz Toeplitz− 块矩阵线性方程中将 BTTB 矩阵
分裂为块循环-循环块（ CC ）、块循环-反循环块（ SC ）、块反循环-循
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第二章 Toeplitz 矩阵及基本结论 
§2.1 Toeplitz矩阵的定义及基本结论 
若 n阶矩阵 A 满足 
0 1 2 1
1 0 1 2
1 0
2 1





a a a a
a a a a
a a
a a



















 其中 ij j ia a −= ，           （4） 
这样的矩阵称为 Toeplitz 矩阵，易见 Toeplitz 矩阵的主对角线上各元素彼
此相等，且平行于主对角线的各对角线上的元素也彼此相等。如果其
元素满足对称关系，即 ( 1,2, , 1)j ja a j n− = = −L ，则称之为对称 Toeplitz 矩
阵；如果其元素满足 ( 1,2, , 1)j ja a j n− = = −L ，则称之为 Hermite型 Toeplitz
矩阵。Toeplitz 矩阵这个名字的由来 早起源于 20 世纪初 ToeplitzOtto  [9]
的一书中关于 Laurent 系列的双线性形式，具体详情看[6]。 
容易验证, n阶 Toeplitz 矩阵 A 满足 
0 1 1 1 1 1 1( , , , ) (0, , , )
T T T
n na a a a a− − + −= +A - ZAZ e eL L ， 其 中 Z 是 n阶 移 位 矩
阵: 
  
0 1 0 0
0 0 1 0
0 0
0 1














 .    
另外，对 n阶 Toeplitz 矩阵，容易验证有以下两个等式成立： 
1 1 1 1 1(0, , , ) ( , , ,0)
T T
n n na a a a− −= −ZA - AZ e eL L ， 
1 1 1 1 1( , , ,0) (0, , , )
T T T T
n n na a a a− − + − + −= −Z A - AZ e eL L . 
定义 2.1 若 n阶方阵 A 满足 
( ) ( )
1
l
T i i T
i=
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其中 l是正整数， ( ) ( ), ( 1, 2, , )i i i l=p q L 均为 n 维列向量，则称 A 为 Toeplitz 型
矩阵。 
§2.2 循环矩阵与反循环矩阵的定义及基本结论 
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引理 2.1 设 K 是 n阶单位循环矩阵， C是 n阶循环矩阵，则有如
下结论： 
1） K 是正交矩阵，即 1− =K TK ； 
2） (0, ,0,1,0, ,0), 1, 2, , 1j
j




n=K I ）； 
3）取 n阶 Fourier 变换矩阵 
2 1
2 4 2( 1)
1 2( 1) ( 1)( 1)




































= = − 是 n次单位根。易知 F 是酉矩阵，即 1 H− =F F ，且
有 
1 2 1(1, , , , )ndiag ω ω ω− −=F KF L  


























=∑C K ； 
5） =CK KC。 
 






















M M O M
L
 
的 n阶方阵 r -循环矩阵。特别地，当 1r = 时，即得循环矩阵；当 1r = −
时，称之为反循环矩阵（或斜循环矩阵）。 
 
定理 2.1[24] C为 n阶循环矩阵的充要条件是存在数 0 1 1, , , nλ λ λ −L
使 
1
0 1 1( , , , )ndiag λ λ λ
−
−=F CF L  
证明 必要性 若 C为 n阶循环矩阵，则由引理 2.1 
1 1
1 1 2 ( 1)
0 0
(1, , , , )
n n
j j j n j
j j
j j




= =∑ ∑F CF F K F L  
1 1 1 1
2 ( 1)
0 0 0 0
( , , , , )
n n n n
j j n j
j j j j
j j j j
diag a a a aω ω ω
− − − −
−
= = = =









a k nλ ω
−
=
= = −∑ L ，即得所需结论。 
充分性 若矩阵 C满足 1 0 1 1( , , , )ndiag λ λ λ
−
−=F CF L ，利用 1
nω = 经直接
计算知 10 1 1( , , , )ndiag λ λ λ
−









a k nλ ω
−
=
= = −∑ L  
且 n阶 Fourier 矩阵 F的各列构成相应的单位正交特征向量系。 
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